�ber Moduln und Gruppen hyperkomplexer Gr��en by Schmeidler, Werner
~ber Moduln und Gruppen hyperkomplexer Gr~flen. 
Von 
Werner Schmeidler in GSttingen. 
Die vorliegende Arbeit beseh/iftigt sich mit der Gesamtheit der Rest- 
klassen eines beliebigen Moduls yon endlich vielen Variablen, dessen Koef- 
fizienten einem bestimmten KSrper P angehSren. Diese Restklassen bilden 
eine ,,Gruppe hyperkomplexer GrSl~en in P" yon im allgemeinen abz~ihl- 
bar unendlicher Ordnung, ein Begriff, der zu Beginn des ersten Para- 
graphen aufgestellt wird. Die dort gegebene Definition umfat]t allge- 
meiaere als die nachher bei den Moduln auftretenden Gruppen; insbe- 
sondere wird das kommutative Gesetz der Multiplikation fiir die GrSl]en 
der Gruppe nicht gefordert, da es fiir die sp/iteren S/itze nicht gebraucht 
wird. Fiir diese Gruppen wird nun ein bestimmter Prozefl untersucht, 
den im Falle endlicher Gruppen und flit den Bereich aller komplexen 
Zahlen schon Herr S eh e f f e r s (Zuri~clc]i~hrung komplexer Zahlensysteme 
au] typiavke Formen [Mathematische Annalen Bd. XXXIX (1891), S. 293 
bis 390; im folgenden zitiert mit Sch. I], S. 317 u. ft.) untersueht hat. Es 
ergibt sich eine Scheidung aller Gruppen in ,,reduzible" und ,,irreduzible"; 
der Hauptsatz dieses Paragraphen (Satz II) besagt, dal] iede Gruppe, die 
iiberhaupt als ,,Summe" von endlich vielen irreduziblen Gruppen darste]l- 
bar ist, diese irreduziblen Bestandteile indeutig bestimmt. Auch dieser 
Satz finder sich fiir den erw~ihnten Spezialfall bereits bei Herrn Scheffers 
(~]ber die Bed~zibilitdt komplexer Zahlensysteme [Mathematische Anna!en 
Bd. XLI (1893), S. 601--604])1). 
Im zweiten Paragraphen wird dies auf die Theorie der Moduln an- 
gewendet. Die Gruppe der Restklassen eines beliebigen Moduls hat die 
Eigenschaften des Satzes I I  and ist daher eindeutig in irreduzible Be- 
standteile reduzibel. Um dies flit die Theorie der Moduln zu verwerten, 
1) Ein in meiner Dissertation, Uber homogene kommu~ative Gruppen hyperkom- 
plexer Gr6Ben und ihre Zerlegung ia unzerlegbare Faktoren, GSttingen 1917 (S. 14, 
Anmerkung t) angedeuteter Einwand gegen den Schefferssehen Beweis im nicht- 
kommutativen Falle ist irrig. 
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bedarf es einmal des Begriffes der ,,Klasse", die alle Moduh~ umfal~t, 
deren Gruppen der Restklassen zueinander isomorph sincl, andrerseits einer 
Untersuchung dariiber, wie sich Reduzibilit~it und Irreduzibilit~t der Grup- 
pen bei den zugehSrigen Moduln bzw. Klassen 5uBer~: Es ergibt sich 
der einfache, bei endlichen Oruppcn und fiir den Bereich aller komplexen 
Zahlen.schon von Herrn FuB (Modulsysteme und h6here komplexe kom- 
mutative Zahlsysteme [Inaugural-Dissertation, KieI 1913, 70 Seiten], S. 64) 
aufgestellte Satz (Satz III), dab die Gruppe der Restklassen eines Moduls 
dann und nur dann reduzibel ist, wenn der Modul als kleinstes gemein- 
sames Vielfache zweier teilerfremden Moduln in dem betreffenden KSrper 
darstellbar ist. Dieser Satz gestattet es, yon der ,,Reduzibilit:it der 
Klassen", ,,irreduziblen Klassen" usw. zu sprechen; es ergib~ sich dann 
aus Satz I I  und III, daft jede Klasse eindeutig in irreduzible Klassen 
reduzibel ist (Satz IV), womit das Ziel der Arbeit erreicht ist. 
Uber den Zusammenhang dieser Untersuchung mit  der bekannten 
Arbeit des Herrn Lasker  (gut Thearie der Moduln und Ideale [Mathe- 
matisehe Annalen Bd. LX (1905), S. 20--116]), in der (auf Seite 51) 
jeder Modul als kleinstes gemeinsames Vielfache yon prim~iren Moduln 
dargestellt wird, gibt ebenfalls Satz I I I  Auskunft. Will man iiberhaupt 
die Zerspaltung eines einzelnen Moduls mit der einer Klasse in Parallele 
setzen, so zeigt sich, dafl zwar die Zerspaltung des Moduls in prim~ire 
Moduln weiter fiihrt als die der Klassen in irreduzible Klassen, weil ein 
zu einer irreduziblen Klasse gehSrender Modul sehr wohl als kleinstes 
gemeinsames Vielfach.e verschiedener primiirer Moduin darstellbar sein kann, 
w~hrend umgekehrt jeder primi~re Modul zu einer irreduziblen Klasse ge- 
hSrt, dal] abet andererseits bei der Zerspaltung der Klassen die Eindeutig- 
keit gewahrt bleibt, wiihrend diese bei Herrn Lasker verloren geht, wie 
bekannt ist und wie einfache Beispiele lehren. 
w 1. 
Es sei P ein beliebiger K6rper ~). Es sei ~ eine Menge yon Ele- 
menten mit folgenden Eigenschaften: 
1. Die Summe zweier Elemente sowie das Produkt eines Elementes 
mit einer Zahl in P sind deflniert und wiedemm Elemente yon ~[. Es 
gilt das kommutative, assoziative und distributive Gesetz der Addit ion 
und dieser Multiplikation, sowie das Gesetz der unbeschr~inkten ~ u d ein- 
deutigen Subtraktion. 
2) Im Sinne der Arbeit des Herrn Steinitz, Algebraische Theorie der K6i~ 
Journal ffir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 137 (1910), S. 167--309. 
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2. Das Produkt zweier Elemente yon 9~ ist definiert und wieder ein 
Element yon 2.  Es gilt das assoziative Oesetz der Multiplikation, sowie 
das distributive Gesetz der Addition und Multiplikation. Es existiert eine 
Haupteinheit, d. h. ~ein FAement, dessen vorderes sowie hinteres Produkt 
mit jedem Elemente yon 2 dieses reproduzie~t. 
3. Es gibt eine endliche oder abz~ihlbar unendliche Basis in 92; 
d.h. ein System von endlich oder abz~ihlbar unendiich vielen Elementen 
~:, ~ , . . . ,  so dal] jedes Element ~ von 9/ in der Form 
(1) : = a1~l +a.~ +. . .  
darste!lbar ist, wobei die Koeffizienten a 1, a~, . . .  dem KSrper P an- 
gehSren und0 abgesehen yon hSchstens endlich vielen, s~imtlich versehwinden. 
Andrerseits soll eine lineare Beziehung mit hSehstens endlieh vielen yon 
Null verschiedenen Koeffizienten in P yon der Form 
c: ~ ~ c~ ~ -~ . . . .  0 
nur mSglich sein, falls 
c l~0 ,  c~.~0,  . . .  
ist; d. h. die ]~lemente ~1, ~, . . '  sollen linear auabh~ingig seina): 
Sind diese Bedingungen erfiillt, so heil]en die Elemente von 92 hyper- 
komplexe GrSflen oder kurz GrSflen, 2 setbst heifit eine Gruppe hyper- 
komplexer Gr6flen im Kgrper P. Die Gruppe heii]t speziell Immmutativ, 
wenn aueh das kommutative Gesetz der Multiplikation zwischen zwei be- 
liebigen GrSl~en gilt. 
Ist ~1, ~ ,  . . .  eine beliebige andere Basis von.92, so bestehen ach (1) 
die Gleichungen 
th =a l ib i  + a l~:  -~- . . .  
(2) ~ = a .~(§  a.,:.. §  
w/ihrend auch umgekehrt 
~1 = A1, ~1 + A,~ tl 2 --[~ . . .  
3) ~,. = A~I t~1 -~- A~ ~ + . . .  
9 9 9 ~ . o . . . . .  
~st; in beiden Systemen stehen rechts in jeder Zeile nur endlich viele yon 
Null verschiedene, dem Kfrper P angehSrende Koeffizienten. Die beiden 
durch (2) und (3) bestimmten Matrizen A und A -~ sind also ,,zeilen- 
finit", und es besteht die Relation, die sich durch Einsetzen yon (3) in (2) 
~) Natiirlieh kSnnte man auf diese Forderung verziehten, weft aus jeder Folge 
;~, ~.~, ... yon Elementen, dureh die jedea Element ~ in der Form (1) dargestellt 
werden ka.nn, eine Teilfolge yon linear unabh~ingigen Elementen ausgew/i, hlt Werden 
kann. Aber nur eine solche Folge heiBt eine Basis. 
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und umgekehrt wegen der linearen Unabh~ingigkeit t er GrSi~en gl, ~. , - . .  
und ~h, ~., .*. ergibt: 
(4) AA- I=A-1A =E. 
Hierbei bedeutet E die Einheitsmatrix der betreffenden Ordnung. 
Ist umgekehrt A eine beliebige abgeschlossene z ilenfinite Matrix im 
KSrper, d.h. eine solche, die eine eindeutige -- alsdann ebenfalls zeilen- 
finite 4) _ Reziproke A-  I besitzt, so bilden die dutch die Gleichungen (2) 
definierten GrSgea ~)1, 0~, ... eine Basis. Dean einerseits ind sie linear 
unabh~ingig; sei in der Tat 
c 1 t h + c~ ~ + . . . .  0, 
so folgt aus (4), wenn wit das Schema der Koeffizienten cl, %, ... dutch 
Hinzufiigung entsprechend vieler aus Nullen bestehender Zeilen zu eiaer 
quadratischen Matrix C ergiinzen, dutch linksseitige Multiplikation mit C, dal~ 
c1=0,  c~=0,  . . .  
sein muG. Andrerseits kann jede Gr6ge der Gruppe dutch endlich viele 
~1, ~., ... linear dargestellt werden mit Koeffizienten in P, also wegen (3) 
auch dutch endlich viele th, t h . . . .  
Die Anzahl der Elemente einer Basis yon 9/, die unabh~ingig ist yon 
der speziellen Wahl der Basis, heiBt die Ordnung der Gruppe. Sie ist 
$ 
endlich oder abz~ihlbar unendlich. 
Eine Gruppe hyperkomplexer Gr6$en im KSrper P heiBt reduzibel 
in diesem K6rper, wenn es in ihr zwei Untergruppen 9/1 und 9~. gibt, die 
folgende Eigenschaften haben: 
1. Jedes Produkt zweier GrSl]en, yon denen die eine zu 9/1, die andere 
zu 9/~ gehSrt, ist Null. 
2. Jede Gr6Be ~ der Gruppe 9/ ist in der Form 
(5) ~=~+~ 
darstellbar, wobei ~ zu 9~1, ~) Zu 9/~ gehSrt. 
3. Die Darstellung (5) ist eindeutig; d.h. aus 
~+0=o 
Iolgt ~=0 und ~- -0 ,  wenn ~ zu 9/1 und ~) zu 9J~ geh6rt. 
Von selbst sind alsdann 9/~ und 9/.~ Gruppen hyperkomplexer GrSgen 
in P. Insbesondere ist die Haupteinheit von 9/ die Summe der Haupt- 
einheiten yon 9/1 und 9/~. 
4) Vgl. die Arbeit des Herrn Toeplitz, ~ber die AuflSsung unendlichvieler 
linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, Rendieonti del Cireolo Mate- 
matico di Palermo, Bd. XXVIII (1909), S: 88-96, [S. 91--92]. 
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Wir schreiben dann naeh Herrn ScheffersS) 
und nennen ~1 und 9J~ in ~ enthalSen, oder auch BesSandteile von 9.I. 
Ist die Gruppe 9~ kommutativ, so sind auch ~1 und 9~ z k0mmutativ. 
Gehen wir umgekehrt von zwei beliebigen Gruppen 92 1 und 2~ aus, 
so heiflt die durch die Eigenschaften 1. bis 3. definierte Gruppe ~ die 
8umme der beiden Gruppen ~1 und 9L. ~[ ist wiederum eine Gruppe 
hyperkomplexer G Sfen in P. Die Summe zweier kommutativer Gruppen 
ist kommutativ. 
Die Definition yon ~ ist symmetrisch in 9211 und ~;  daher ist 
(6) ~ + ~ = ~ + ~l- 
Ferner gilt das assoziative Oesetz: 
(7 % + + = + %) + %, 
da jede GrSfle dieser Gruppe eindeutig als Summe yon drei GrSfen dar- 
stellbar ist, die respektive zu ~l~, ~I~, 2~ gehSrer, und das Produkt yon 
je zwei Or5fen, die verschiedenen der drei Gruppen angehSren, versehwindet. 
Endlich folgt aus 
21 § 2~ = 21 A- 2a 
( 8 ) stets 
Denn bezeichnen ~, 3, 8 Gr5fen von 9~1, 9~2, ~,  so ist nach Voraus- 
setzung jede GrSfe in der Form ~ ~ t~ bzw. ~-~-8 darstellbar; es ist also 
oder wegen 1. durch Multiplikation mit der Haupteinheit yon 9~ 1
~- -~=0,  
~=~, 
tg=~. 
ttieraus folgt die Behauptung. 
Eine Gruppe, die in keiner Weise als Summe zweier Gruppen dar- 
gestellt werden kann, heift irreduzibel. 
Zwei Gruppen ~/ und !~ in demselben KSrper P heillen isomorph, 
wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwisehen~ ihren GrSfien derart gibt, 
daft der Summe und dem Produkt zweier GrSfen in 9/die Summe und das 
Frodukt der zugeordneten GrSl~en in ~ zugeordnet ist. Es ist klar, daf 
dabei die Haupteinheiten der beiden Gruppen einander entsprechen. Ist 
5) Sch. I, S. 323. 
M~themat|$che Z itschriiL ILI. 
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ferner 9/reduzibel in P, so ist auch ~ reduzibel in P, und die in ~ enthal- 
tenen Gruppen sind respektive zu den in ~ enthaltenen Gruppen isomorph. 
Ebenso ist die Summe zweier Gruppen isomorph zu der Summe zweier 
zu den beiden Gruppen isomorphen Gruppen. Ist eine Gruppe kommu- 
tativ, so is~ auch jede zu ihr isomorphe Gruppe kommutativ. Alle bis- 
herigen Uberlegungen bleiben daher giiltig, wenn man das Wor~ ,,Gruppe" 
im abstrakten Sinne auff~t, d.h. die Gesamthei~ aller zu einer Gruppe 
isomorphen Gruppen als ein Individuum betrachtet. 
Satz I. "Ist eine irreduzible Gruppe in der Summe zweier Gruppen 
enthalten, so ist sie in einer der beiden Gruppen selbst enthalten. 
sei die irreduzible Gruppe, ~ + ~)die gegebene Summe zweier 
Gruppen, die 2 enth~lt. Es sei also 
Ferner bezeichne ~, ~ . . . . .  t),, ~)~,..., ~,  ~ . . . .  ., t~, t~, . . .  je eine 
Basis yon ~, ~, ~, ~.  Dann ist 
= + 
(9) 
k l 
wobei in jeder Linearform rechts nut endlich viele von Null Verschiedene 
Koeffizien~en vorkommen, die dem gegebenen KSrper angehSren. Ferner 
ist die Matrix 
( a~t'b~ a~ b~ . . . )  a~ b~ a~ b~ . . .  
9 9 9 ~ 9 9 9 
abgeschlossen. Nach der Voraussetzung ist sowohl 
:) 
ti~ = 0, j=1 ,2 ,  
=1,2 ,  
(lo) 
als aueh 
(11) ~) t  = 0, 
~)~k = 0. 
Aus (10) folgt nun durch Einsetzen der Ausdriicke (9), wenn man 
noch (11) beriicksichtigt und den der Gruppe 9/ angehSrigen Bestandteil 
der Gr5$e $~, kurz den ~-Bestandteil yon ~, mit ~i, denjenigeh der 
GrSlle t~. mit tr bezeichnet, 
~itj = O, ( i=1 ,2  t . . . .  
(12) ~+~, = O, j = 1,2 . . . .  
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sowie entsprechende Gleichungen fiir die der Gruppe ~ angeh6renden Be- 
standteile. 
Nun betrachte ich die Formen ~ der Reihe nach, Ist eine dieser 
Formen yon den vorangehenden linear abh~ngig, so ersetze ich die zu- 
gehSrige GrSl]e 8~ :lurch eine solche lineare Verbindung mit den Voran- 
gehenden ~, dab in dieser der !~I-Bestandteil verschwindet. Die so ent- 
stehenden Linearformen, die wit wieder mit ~i bezeichnen, bilden dann 
wieder eine Basis der Gruppe ~, haben abet jetzt die Eigenschaft, dab 
ihre ~I-Bestandteile, soweit sie yon Null verschieden sind, ein System 
linear unabh/ingiger GrSflen in ~ bilden. Entsprechend veffahre ich mit 
den GrSflen t~; auch in ihnen bitden dana di~ ~-Bestandteile, soweit sie 
yon Null verschieden sind, ein System linear unabhiingiger GrSBen in ~. 
Natiirlich miissen alsdarm die ~-Bestandteile derjenigen GrSBen ~i und tj, 
deren ~[-Bestandteile verschwinden, ebenfalls linear unabh/ingige GrSllen 
in ~ sein. 
Nun bilden die 92-Bestandteile ~ der Gr6Ben 8~, wenn sie nieht 
si~mtlich verschwinden, die Basis einer Untergruppe 9.1~ yon ~. In der 
Tat gehSren Summe und Pmdnkt zweier GrSllen yon ~,  die als ~-Be- 
standteile iner GrSlle yon ~ auftreten kSnnen, wiederum zu diesen GrSllen. 
Ist ferner ~ die Haupteinheit der Gruppe ~, so ist ~ die Haupteinheit 
yon ~1; denn aus ~1 ~i ~ ~i ~1--~  folgt 
Genau ebenso beweist man, dall aueh die Gr61len tr entweder siimtlieh 
versehwinden oder die Basis einer Untergruppe 9J~ yon ~[ bilden. Selbst- 
verstiindlieh gehfren ~1~ und 9J s zum K6rper P. 
Hieraus folgt nun 
~=~+%.  
Naeh (12) ist niimlieh die erste Bedingung der Reduzibihti~t yon ~[ 
erfiillt; die zweite gilt ebenfal[s, weil jede Gr6fle der gegebenen Gmppe 
dureh ~i und ti, also jede Gr6i]e yon ~ dutch ~i und t~. linear dargestellt 
werden karat. Diese Darstellung ist eindeutig; denn aus 
ax~ , - t -a .~+. . .+b~+b~t~+ . . . .  0 
folgt durch Multiplikation mit ~ naeh (12) und (18) 
a~ ~, + a, ~ +. . .  -- 0, 
also aueh 
+. .  =0,  
d.h. die Giiltigkeit von 3. 
Nach Voraussetzung sollte abet ~I irreduzibel sein; es sind daher eat- 
3* 
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weder alle GrSl3en ~i oder alle GrS~en fj gleieh Null. Ohne Beschrgnkung 
der Allgemeinheit kann das letztere angenommen werden. 
Dann bilden die ~-Bestandteile der GrSl~en tj und derjenigen 
Gr5i]en 84, deren ~[-Bestandteile verschwinden, ein System linear unab- 
h~ingiger GrSl~en in ~,  genauer sogar eine Basis in !8. Denn jede GrSBe 
in !~ l~il]t sich durch die GrSi]en $.: und t3. , also, da die von Null ver- 
sehiedenen 9~-Bestandteile d r 8~ voneinander linear unabh~ingig sind, dutch 
die GrSl]en tj und diejenigen $4 linear darstellen, deren 2-Bestandteile 
verschwinden. Insbesondere gilt dies daher auch yon den !~-Bestandteilen 
derjenigen GrSflen ~, deren 2-Bestandteile yon Null verschieden sind. 
Wir werden sehen, dal~ bei der Darstellung dieser GrSl~en hSehstens die 
der Gruppe ~ angehSrenden !~t-Bestandteile wirklieh vorkommen kSnnen. 
In der Tat bilden die shmtlichen GrS~en von !8, die als ~-Bestandteile 
einer GrSl~e von ~ auftreten kSnnen, eine Untergruppe !~ 1 von ~, die 
mit der mit ~) identischen entsprechend be3timmten Untergruppe ~. von !~ 
keine Gr6ge gemeinsam hat; man zeigt n~mlich entsprechend wie oben 
Daher kSnnen wir schliefllich fiir diejenigen Gr61~en 8~, deren ~[-Bestand- 
teile nicht verschwinden, gewisse lineare Verbindungen mit den iibrigen 8~ 
so einfiihren, dag ihre ~-Bestandteile sgmtlieh Null sind. Hieraus ergibt 
sich aber sofort 
und der Satz ist bewiesen. 
Satz II. Jede Ccruppe, die als Summe yon endlioh vielen irreduziblen 
Gruppen darstellbar ist, ist eindeutig in irreduzible Bestandteile r duzibel. 
Der Beweis dieses Satzes erfolgt auf Grand des Satzes Iund  der 
Eigenschaften (6), (7), (8) der redt~iblen Gruppen ganz nach dem bc- 
kannten Schema: am einfachsten i  Form eines Induktionsschlusses, bci
dem man die Richtigkeit bei den Gruppen voraussetzt, die als Summe 
von k -  1 irreduziblen Bestandteilen darstellbar sind, und dann auf seine 
Giiltigkeit bei solchen Gruppen schlieflt, die als Summe yon k irreduziblen 
Bestandteilen darstellbar sind. Die genauere Ausfiihrung kann wohl iiber- 
gangen werden. 
Satz I und II gelten auch dann, wenn das Wort Gruppe im ab- 
strakten Sinne aufgefaBt wird. 
w 
Es bezeichne 
einen Modul im Bereiche der Variablen xl . . . . .  x,~, dessen Funktionen im 
allgemeinen i homogen sein sollen und dessen Koeffizienten den KSrper P 
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bestimmen mSgen. Es sei ~I die Gesamtheit der Restklassen rood ~;  
diese wird repriisentiert durch ein System yon Funktionen yon z~,. . . ,  x= 
mit Koeffizienten in P, die rood 9X voneinander versehieden sind, wRhrend 
jede Funktion yon z I . . . . .  z,~ einer und nur einer der Funktionen des 
Systems rood 9X kongruent ist. DaB ein solches System yon Funktionen 
stets existiert, aufler im Falle ~ =~ 1, wo jede Funl~tion dutch ~ teilbar 
ist mad 9~ nur die Restklasse 0 enth~lt, davon iiberzeugt man sich z. B. 
folgendermaBen: 
Wir denkev uns die s~imtlichen durch den Modul ~ teilbaren Funk- 
tionen nach wachsenden Graden geordnet und wiihlen ans ihnen ein 
System yon abz~ihlbar unendlich vielen Funktionen aus, indem wir fiir 
ieden Grad eine HSchstanzahl yon solchen Funl~tionen aufschreiben, deren 
hSchste Bestandteile linear ~nabh~ingig sind, so dab also jede dutch 9X 
teilbare Funktion dieses Grades bis auf Glieder niedrigeren Grades dureh 
diese Funktionen linear dargestellt werden kann. Fiir jeden Grad ~ ~ r, 
worin r der niedrigste Grad ist, den eine Funktion yon ~ besitzen kann, 
erhalten wit so eine endliche Anzahl dutch ~ teilbarer Funktionen, deren 
Gesamtsystem S die Eigenschaft besitzt, dab jede dureh ~J~ teilbare 
Funktion als lineare Verbindung endlich vieler Funktionen von S dar- 
gestellt werden kann. In der Tat gibt es, wenn f eine beliebige durch 
~ teilbare Funktion a ten Grades ist, eine lineare Verbindung yon f mit 
endlich vielen Funktionen yon S, deren Grad < a ist und die zu 
gehSrt; wird die Behauptung daher fiir die Funktionen der Grade <: a 
bereits als bewiesen angenommen, so gilt sie allgemein. Nun ist offenbar 
jede dutch ~ teilbare Funktion r ten Grades eine lineare Verbindung der 
Funktionen r t~n Grades in S, weil andernfalls eine yon Null verschiedene 
Funktion niedrigeren als r ten Grades dutch ~J~ teilbar w~ire. Daher gilt 
die Behauptung fiir a ~ r, also allgemein. 
Nun konstruieren wir zu dem System S ein ,,komplement~res" Sy-
stem 2.' von Formen in f.olgender Weise: Ist r ~ 0, so enthiilt 2: keine 
Funktion; 9I enth~ilt dann nur die Restklasse 0, der Modul ~ ist gleich 1. 
Ist r > 0, so nehmen wir flit a < r alle Potenzprodukte ~ter Dimension 
yon x~ . . . .  ,x,, in das System 2' auf; fiir a ~ r solche Potenzprodukte 
~ter Dimension von ~, . . . ,~ , , ,  die znsammen mit den hSehsten Bestand- 
teilen der Funktionen aten Grades in S ein vollst~ndiges System linear 
Unabhiingiger Formen a ten Grades yon x~,. . . ,  x= bilden. Die so erhal- 
tenen hSchstens abz~ihlbar unendlich vielen Formen haben alsdann die 
Eigenschaft, mod 9X linear unabh~ingig .zu sein, w~ihrend jede Funktion 
von z~ . . . .  , x= einer linearen Verbindung von endlich vielen Formen von 
2: rood 9)~ kongruent ist. Letzteres ist n~imlich trivial fiir alle Funktionen 
eines Grades < r; fiir jede Funktion vom Grade e ~ r gibt es aber eine 
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iineare Verbindung mit endlich vielen Funktionen von S und _~" veto 
Grade a', die selbst einen Grad < a besitzt. Die Behauptung ilt daher 
allgemein, weil sie fiir die kleinsten Grade richtig ist. Eine lineare Ver- 
bindung yon endlieh vielen Funktionen yon 27 kann ferner nicht durch ~ 
teilbar, d. h. als lineare Verbindung endlieh vieler Funktionen yon S 
darstellbar sein; dies ergibt sich sofort aus der Betraehtung der Glieder 
hSehsten Grades. 
Die Gesamtheit aller linearen Verbindungen der Funktionen yon • 
bildet daher das System, dessen Existenz nachgewiesen werden sollte; in 
der Tat gehSren ja die Koeffizienten, weil nur aus den Zahlen 0 und 1 
bestehend, dem KSrper P an. Es ist ferner klar, dab jede dieser Funk- 
tionen noch um eine beliebige durch 9Y~ teilbare Funktion vermehrt 
werden kann, da es sieh ja nut um die Restklassen rood ~ handelt. 
Diese bilden nun, wie leicht zu verifizieren ist, eine kommutative 
Gruppe hyperkomplexer GrS]en im KSrper P, deren Ordnung durch die 
Anzahl der Funktionen des Systems 27 bestimmt wird. Sind n~imlich 
~1, ~2 . . . .  die Restklassen der Funktionen des Systems 27, so ist einerseits 
eine lineare Beziehung 
mit endlich vielen Gliedern linker Hand nut mSglich, falls 
c1=0,  v~=0,  . . .  
ist, wghrend andererseits jede Restklasse ~ rood ~J~ in der Form 
~--al~ +a~ +. . .  
darstellbar ist, worin hSchstens endlieh viele der zu P gehSrenden Koef- 
fizienten a I, a.~ . . . .  von Null verschieden sind. Die Restklassen ~,  ~,  ... 
bilden daher eine Basis der Oruppe 9~, 
Es sei nun 
92_-- 92(y, , . . . ,  Y~) 
ein zweiter Modul, dessen FUnktionen v0n den Variablen y~, . . . ,  y,, ab- 
lf6ngen: dessen Koeffizienten abet ebenfalls den KSrper P bestimmen. 
sei die Gruppe der Restklassen aller Funktionen von y t , . . . ,  y mit 
Koeffizienten in P rood 92. Dann ist ~ eine kommutative Gruppe ~yper- 
komplexer GrSl~en im KSrper P. Ist nun 9/zu ~ isomorph, so nennen wir 
~)X und 92 6quivalent e) und reehnen beide Moduln zu derselben Klaase. 
Zu jeder Klasse yon Moduln gehSrt also eindeutig eine bestimmte 
- -  abstrakt aufgefai~te -- kommutative Gruppe hyperkomplexer GrSl]en. 
6)-Vgl. meine Arbeit, Zur Theorie der primgren Punktmoduln, Mathematische 
Annalen, Bd. LXXVIII (1918), S. 56--75 :S. 60]. 
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Umgekehrt kann zwar nicht behauptet werden, dab zu jeder abstrakt 
aufgefaliten kommu~ativen Gruppe hyperkomplexer GrSl~en eine Klasse 
yon Moduln gehSrt, die je einem endlich-dimensionalen Variablenraum 
angehSren 7); fist dies aber der Fall, so (st auch diese Zuordmmg eindeutig, 
d. h. die Zuordnung der Gruppen und Klassen fist in allen Fiillen, in denen 
sie exist(err, eineindeutig. 
Satz III. Die Gruppe 9~ ~ier Restklassen rood ~ (st dann und 
nut dann reduzibel im K6rper P der Koe//izienten yon ~g~ wenn 
ats kleinstes gemeinsames Viel/ache zweier teiler/remden Moduln ~ und 
darstellbar (st, deren Koe//izienten eben]alls dem K6rper P angeh6ren. 
a) Es sei 
wobei 9~ = ~ (xl, . . . ,  x~ ! und ~ -~ ~ (x l . . . .  , x~) zwei Moduln mit Koef- 
fizienten in P bedeuten, fiir die zwei Funktionen 
(13)  
mad 
(14) 
existieren, so dal] 
N~ 0 rood 9~ 
L --~ 0mod~ 
(15) N+L=I  
fist. Aus (14)und (15) folgt 
N -  1 rood ~, 
aus (13) und (15) 
L ~ 1 rood 9~. 
Hieraus ergibt sieh in Verbindung mit (13) und (14) 
N(N- -  1)~0 mode,  
N u ~ N rood ~,  (16) 
und ebenso 
(17) L ~ ~ L rood ~.  
~) Um dies einzusehen, braucht man nttr yon einer Gruppe auszugehen, die 
als Summe yon unendlich vielen Gruppen darstel]bar (st; eine solche kann, wie weiter 
unten gezeigt wird, niemals zu der Gruppe der Restklassen eines endlichen Moduls 
isomorph sein. 
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Aus (13) und (14) folgt ferner 
(18) N L ~ 0 rood 9)~. 
Ist nun n bzw. I die dutch die Funktionen N bzw. L erzeugte Rest- 
klasse rood ~ und durchliiuft ~ alle GrSBen yon 9J, so durchl~iuft n 8 
alle GrSllen einer Untergruppe ~x yon 2[, weil wegen (16) 
n ~ n ~,~ ~- n ~ ~ ~ -~ n ~i h 
ist. Ebenso durchlaufen die GrSBen I~ eine Untergruppe 9~. yon 9~, und 
nach (18) ist 
wenn ~ zu 9~, t~ zu 9~. gehSrt. Naeh (15) ist ferner jede GrSlle ~ yon 
9~ in der Form 
darstellbar, und die Darstellung ist eindeutig, weil aus 
~+~=0 
durch Multiplikation mit n nach (16) und (18) 
~=0,  
also 
t~=0 
folgt. 
b) Es sei 
die Gruppe der Restklassen rood ~.  Nehmen wit das System aller die 
siimtlichen GrSl~en yon ~I~ darstellenden Funktionen yon x a . . . .  , x m zu 
den Funktionen yon ~j~ noch hinzu, so erhalten wit einen Modul ~ im 
KSrper P, dessen Gruppe der Restklassen sich genau auf die Gmppe ~1 
reduziert. Das folgt unmittelbar aus der Gruppeneigenschaft yon ~[~ und 
den Eigenschaften 2. und 3. der reduziblen Gmppen. Ebenso erhalten 
wir, wenn wit zu den Funktionen yon ~]~ das System\ aller die sgmtlichen 
GrSl~en yon. ~1 darstellenden Funktionen hinzunehmen, einen Modul ~ im 
KSrper P, dessen Oruppe der Restklassen die Oruppe ~ ist. Der Modul 
ist daher ein gemeinsames Vielfaches von ~ und ~, und zwar das kleinste 
gemeinsame Vielfache, well jede durch ~ mad durch ~ teilbare Funktion 
auch durch ~ teilbar ist, wie sich aus (5) ergibt. 
Um nun zu zeigen, dal~ ~ und ~ teilerfremd sind, betrachten wir 
die Haupteinheit yon 9~. Diese ist die Summe der beiden Haupteinheiten 
yon ~[1 und ~.  Daher ist die Funktion 1 in der Form 
(19) 1 ~ N'  + L mod 
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darstellbar, wobei 
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ist. Daher ist 
das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden teilerfremden Moduln ~ und ~. 
Satz I I I  gestattet es, yon der Reduzibilit~t der Gruppen zu dem 
Begriff der Reduzibiligit der Klassen yon Moduln iiberzugehen. In der 
Tat besagt der Satz u.a., dab die zu einer Klasse geh6renden Moduln 
entweder s/imtlioh je als kleinstes gemeinsames Vielfache zweier teiler- 
fremden Moduln im KSrper P darstellbar sind, oder daI~ dies fiir keinen 
yon ihnen gilt. Tritt der erstere Fall e in, so bestimmen die beiden 
teilerfremden Moduln, als deren kleinstes gemeinsames Vielfaehe ein be- 
stimmter Modul der Ktasse darstellbar ist, ]e eine Klasse yon Moduln, 
die zu einer der beiden Gruppen gehSrt, als deren Summe die urspriing- 
liche Gruppe erseheint. Diese beiden Klassen sind daher unabh/ingig yon 
dem speziellen Modul, yon dem man ausging, und h/ingen nut yon der 
gegebenen Klasse ab; diese selbst erscheint also in zwei Klassen reduzibel. 
Geht man umgekehrt yon zwei beliebigen teilerfremden Moduln aus und 
betrachtet die dazu gehSrenden Klassen, so definiert das kleinste gemein- 
same Vielfache der beiden Moduln eine neue Klasse, die wiederum unab- 
hhngig ist yon den beiden speziellen Moduln, nut von den beiden Klassen 
abh~ingt und daher als Summe der heiden gegebenen Klassen bezeichnet 
werden kann. Geht man ns yon zwei beliebigen andem zueinander 
teilerfremden Moduln der beiden Klassen aus, so erh~ilt man wieder einen 
der Summe der beiden Klassen angehSrenden Modul. Eine Klasse, die 
nieht als Summe zweier Klassen darstellbar ist, heii]t irreduzibel in dem 
betreffenden KSrper. Zu jeder irreduziblen Klasse geh6rt eine irreduzible 
Gruppe, und wenn zu einer irreduziblen Gruppe iiberhaupt eine Klasse 
gehSrt, so ist sie irreduzibel. Da die Bestandteile i der reduziblen Gruppe, 
zu der eine Klasse gehiirt, wiederum diese Eigenschaft haben, so kann 
8atz I und 8atz II auch fiir die Klassen ausgesprochen werden. 
xY '~0mod~ und ~ lmod 
L ~0mod~ und ~ lmod~ 
ist. Aus (19) folgt aber durch geeignete Hinzufiigung einer dureh ~0~, 
also durch ~ teilbaren Funktion zu N' die Existenz zweier Funktionen 
/V mad L, so dab 
N+L~I ,  
N =: 0 rood ~,  
L _---- 0 mod 
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Es ist, abet ferner klar, dab jede Gruppe der Restklassen eines Mo- 
duls ~ nut endlich viele irreduzible Bestandteile nthalten kann. Dies 
folgt unmittelbar aus Satz III, da zwei teilerfremde Moduln keine gemein- 
samen Nullstellen besitzen, die Nullstellen von ~J~ aber nut aus endlich 
vielen getrennten algebraischen Gebilden bestehen k/Snnen. Somit ergibt sich 
Satz IV. Jede Klasse yon Moduln is$ eindeutig in irreduzible Klazsen 
reduzibel. 
GStt ingen,  den 10. Juni 1918. 
(Eingegangen am 12. Juni 1918.) 
